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1. Einleitung

Die Entwicklung der Computertechnik ist stets bestrebt, die Leistungsparameter
eines Rechners zu verbessern. Dies betrifft in erster Linie die Rechenleistung und
Energieeffizienz, die seit der Vorstellung des ersten Mikroprozessors (1971 durch In-
tel) von vielen Verbesserungen der Architektur, vor allem aber vom technologischen
Fortschritt in der Mikroelektronik profitierten [67]. Durch eine Verringerung der
Strukturbreite der Transistoren mit jeder Prozessorgeneration konnte die Integra-
tionsdichte erhoht und dadurch immer mehr Transistoren auf einem integrierten
Schaltkreis implementiert werden. Gleichzeitig ermoglichte die geringere Abmes-
sung ein schnelleres Schalten der Transistoren und so den Betrieb mit hoheren
Taktfrequenzen, was zu einer hoheren Rechenleistung fithrte. Damit folgt die FEnt-
wicklung seit etwa 50 Jahren dem Mooreschen Gesetz, das besagt, dass sich die
Komplexitét der integrierten Schaltkreise etwa alle 18 Monate verdoppelt [99].

Mit dem Prozessortakt steigt jedoch auch der Energieverbrauch um ein Vielfa-
ches an, sodass vor etwa 15 Jahren ein Umdenken einsetzte und die Entwicklung
von Mehrkernprozessoren zunehmende Bedeutung erlangte [7]. Mit steigender An-
zahl an Rechenkernen nimmt aber auch die Komplexitiat der Softwareentwicklung
zu, denn ein Programm kann nur dann von der Implementierung auf einem Mehr-
kernprozessor profitieren, wenn sich die Algorithmen effizient parallelisieren lassen
und die Berechnung auf alle Rechenkerne verteilt werden kann. Zu den grofiten
Herausforderungen der Softwareentwicklung fiir Mehrkernprozessoren mit gemein-
samem Speicher gehéren daher der Lastenausgleich und die Kommunikation sowie
die Synchronisierung der einzelnen Verarbeitungskerne, wobei die Herausforderung
mit wachsender Zahl an Prozessorkernen zunimmt [109].

Eine Alternative zu konventionellen Mikroprozessoren mit Von-Neumann-Archi-
tektur und riesigem Befehlssatz sind sogenannte SIMD-Architekturen (single in-
struction, multiple data) fir die hochgradig parallele Datenverarbeitung auf Vek-
torprozessoren oder Prozessorarrays [44]. Die einzelnen Prozessorelemente dieser
Systeme fiihren gleichartige Operationen gleichzeitig auf verschiedenen Daten aus,
wobei die Steuerung der einzelnen Rechenelemente nicht autonom, sondern von
auBen erfolgt [52]. Vor allem in Grafikprozessoren werden diese Architekturen seit
iiber 30 Jahren fiir Aufgaben der Bild- und Videoverarbeitung eingesetzt. Zuletzt
erlangte auch die Ausfithrung von Allzweck-Berechnungen (general-purpose com-
puting on graphics processing units, GPGPU) auf diesen SIMD-Prozessoren vor
allem im wissenschaftlichen Umfeld an Bedeutung [69, 70]. Die groe Herausfor-
derung besteht jedoch auch hier in der Entwicklung geeigneter Compiler, die es
ermoglichen, einen bestehenden Algorithmus optimal auf der parallelen Architek-
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tur abzubilden [138].

Entspricht die Datenstruktur jedoch exakt der Topologie des Prozessors, so ist

die Suche nach einer geeigneten Abbildung des Algorithmus nicht erforderlich, da
das zugrundeliegende Verarbeitungsprinzip bereits inharent parallel ist. Mit dem
Zellularen Nichtlinearen /Neuronalen Netzwerk (CNN) wurde von Chua und Yang
solch ein Konzept fiir die multivariate, massiv-parallele Datenverarbeitung vorge-
stellt, das in der Folge zur Realisierung vollig neuer Rechnerarchitekturen fiihr-
e [22]. CNNs besitzen haufig die Struktur einer zweidimensionalen Anordnung
lokal gekoppelter dynamischer Systeme und nutzen komplexe rdumlich-zeitliche
Phénomene wie die Ausbreitung von Wellen oder die Generierung von Mustern,
fiir die Losung von Problemstellungen, deren Berechnung auf konventionellen Mi-
kroprozessoren ineffizient ist. Dazu gehoren z. B. Aufgaben der Mustererkennung
und Klassifikation oder die Losung partieller (nichtlinearer) Differentialgleichun-
gen [121].

Die CNN Universal Machine wurde urspringlich als analoger Universalrechner
konzipiert, der die Rechenleistung eines Supercomputers auf einem einzigen Schalt-
kreis versprach [18]. Tatséchlich belegen zahlreiche VLSI-Implementierungen im
Analog- und Mixed-Signal-Design die hohe Leistungsfahigkeit von CNNs, die vor
allem durch die Integration in Kamerasystemen eine sehr schnelle und energieeffizi-
ente Bildvorverarbeitung ermoglicht [32,56,80,111,119,120]. Durch die Verwendung
von CNN-basierten Kamerasystemen konnten so bereits neue industrielle und aka-
demische Anwendungen erschlossen werden, deren Realisierung mit konventionellen
Bildverarbeitungssystemen nicht méglich gewesen wére [11,106,158].

Aufgrund der geringen Rechengenauigkeit und stéranfilligen Signalverarbeitung
der analogen Schaltkreise werden zunehmend digitale Architekturen vorgestellt, die
robustere und vor allem reproduzierbare Berechnungen ermoglichen [47,83,90,157].
Da die Entwicklung anwendungsspezifischer Schaltkreise mit einem hohen Zeit-
und Kostenaufwand verbunden ist, erfolgt die Implementierung der digitalen Ar-
chitekturen vor allem auf rekonfigurierbaren Bausteinen wie z. B. FPGAs (field
programmable gate arrays) [2,14,87,103,108]. Dies erlaubt eine deutlich flexiblere
Konfiguration der Hardware und damit auch die praktische Anwendung von CNN5s
abseits der Bildverarbeitung [53,76,104]. Obwohl in den letzten Jahren zahlreiche
Architekturen und Implementierungen zur Emulation von CNNs auf FPGAs vor-
gestellt wurden, erfiillt keine dieser den urspriinglichen Anspruch einer universellen
Rechenmaschine, die dem CNN zugeschrieben wird [20].

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines Universalrechners, der das inhérent
parallele Verarbeitungsprinzip des CNNs mit der Flexibilitdat und Rechengenauig-
keit eines Digitalprozessors verbindet. Im Vordergrund steht dabei die Frage, wie
ein zeitdiskretes CNN-Modell optimal in eine digitale Architektur tiberfithrt wer-
den kann, um die Berechnung beliebiger Algorithmen zu ermoglichen und deren
Verarbeitungszeit bei begrenzt verfiigharen Ressourcen zu minimieren. Dafiir sollen
verschiedene zeitdiskrete Modelle hinsichtlich ihrer Eignung fiir eine digitale Im-



plementierung verglichen und Verfahren zur Abbildung des bevorzugten Modells
auf einem Prozessorarray systematisch untersucht werden. Auf Grundlage dieser
Untersuchungen soll die Entwicklung einer Architektur erfolgen, deren Implemen-
tierung auf einem FPGA die Rekonfiguration mit gednderten Systemparametern
ermoOglicht und somit eine individuelle Anpassung der Hardware an die jeweilige
Problemstellung gewéhrleistet.

In Kapitel 2 werden zunéchst verschieden Modelle des CNNs mathematisch be-
schrieben und deren Anwendung an Beispielen der Bildverarbeitung und der Lo-
sung partieller Differentialgleichungen erldutert. Ein Uberblick zu bestehenden ana-
logen und digitalen Implementierungen wird in Kapitel 3 gegeben. Dabei werden die
Grenzen bisheriger digitaler Emulationen beziiglich der Realisierung eines CNN-
Universalrechners dargelegt. Im Hinblick auf die spatere Hardware-Implementie-
rung werden in Kapitel 4 verschiedene Verfahren zur Integration der Zustandsglei-
chung untersucht. Dies beriicksichtigt neben der Genauigkeit der Losung auch den
potenziellen Ressourcenbedarf und die Rechenzeit. Methoden zur Abbildung des
Netzwerks auf einem Prozessorarray werden in Kapitel 5 diskutiert. In Kapitel 6
wird die entwickelte Architektur vorgestellt und deren Implementierung auf einem
FPGA erldutert. Mit dem Aufbau eines Echtzeit-Videoverarbeitungssystems wird
der praktische Einsatz der Rechnerarchitektur in Kapitel 7 beschrieben. Abschlie-
Bend wird eine Moglichkeit zur Erweiterung in Kapitel 8 diskutiert und in Kapitel 9
werden die Ergebnissse der Arbeit zusammengefasst.






2. Zellulare Nichtlineare Netzwerke

2.1. Einfiihrung

1988 wurde das Modell der Zellularen Nichtlinearen! Netzwerke von Chua und Yang
als ein neuartiges Paradigma der Informationsverarbeitung vorgestellt [21,22]. Ge-
geniiber den Theorien kiinstlicher Neuronaler Netzwerke stand hier jedoch von An-
beginn an die hochintegrierte schaltungstechnische Realisierung fiir Anwendungen
in der Bildverarbeitung und Mustererkennung im Vordergrund. Das CNN wurde
als analoge Schaltung bestehend aus linearen und nichtlinearen Netzwerkelementen
konzipiert, deren Modell bis heute die Grundlage fiir die grofle Mehrheit aller prak-
tischen Implementierungen ist. Das urspriingliche Prinzip einer zweidimensionalen,
regelméfigen Anordnung einfacher dynamischer Elemente — sogenannter Zellen —
wurde in der Folge immer wieder erweitert, verallgemeinert oder verandert, so-
dass CNNs heute eine Klasse verschiedener Systeme bilden, deren Definition sehr
allgemein in [16] gegeben ist:

A CNN is any spatial arrangement of locally-coupled cells, where each
cell is a dynamical system which has an input, an output, and a state
evolving according to some prescribed dynamical laws.

Demnach sind alle Variationen von CNNs durch eine regelméflige Anordnung von
lokal gekoppelten Elementen charakterisiert, deren dynamische Entwicklung fiir die
Informationsverarbeitung essenziell ist, sei es durch die Auswertung eines statio-
naren Zustands oder rdumlich-zeitlicher Entwicklungen im Netzwerk. Obwohl der
Bereich der direkten Wechselwirkungen auf die lokale Nachbarschaft einer Zelle be-
schrankt ist, konnen komplexe Phanomene wie die Propagation von Wellen und die
Ausbildung von Mustern, auftreten. Eine Informationsverarbeitung, die sich dieser
Phanomene bedient, unterscheidet sich von herkommlichen Methoden, die auf logi-
schen und arithmetischen Operationen beruhen und beispielsweise sequenziell auf
Von-Neumann-Architekturen oder parallel auf Prozessorarrays implementiert wer-
den konnen. Inspiriert vom biologischen Vorbild des menschlichen Gehirns bildet
hier die zeitkontinuierliche Entwicklung einer Erregung im Verbund gekoppelter
Verarbeitungseinheiten die Grundlage fiir Algorithmen der Kognition und Klassi-
fikation und wird in Anlehnung einer wellenférmigen Ausbreitung im Netzwerk als
Cellular Wave Computing bezeichnet [121].

!Die Begriffe Zellulares Nichtlineares Netzwerk und Zellulares Neuronales Netzwerk sind gleich-
berechtigt. In dieser Arbeit wird durchgehend die Bezeichnung Zellulares Nichtlineares Netz-
werk verwendet.
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2.2. Das Chua-Yang-Modell

Als Standardmodell fiir die Beschreibung von CNNs dient allgemein ein zweidi-
mensionales, zeitkontinuierliches, homogenes Netzwerk V), bestehend aus M, x N,

Zellen [22]. Eine isolierte Zelle Cj; € V = {C’ij 1<i<M,,1<j< Nv} ist die
kleinste Verarbeitungseinheit des Systems. Sie besitzt einen Eingang w;;(t), einen

Schwellwert z;;(t), einen Ausgang y;;(¢) und einen Zustand z;;(¢) (Abbildung 2.1).
Jede Zelle besitzt Verbindungen zu anderen Zellen innerhalb ihrer Nachbarschaft.

wij(t) ——> x45(1) yij ()

zij(t)

Abbildung 2.1.: Schematische Darstellung einer isolierten Zelle.

Dabei ist die Nachbarschaft S;;(r) mit dem Radius r einer Zelle C;; definiert als:
SZ(?") = {Ckl ‘ V{—’L‘ ST,‘Z—]" Sr,l SkSMwl SZSNV} : (21)

Fiir viele Anwendungen der Bildverarbeitung [143] sowie der Losung partieller Dif-
ferentialgleichungen [127] ist 7 = 1 geniigend, selten finden grofiere Umgebungen
mit 7 = 2 oder r = 3 Verwendung [122]. Da ein wachsender Radius das zugrunde
liegende Prinzip einer Architektur mit ausschliellich lokalen Kopplungen zuneh-
mend konterkariert, fallt der 3 x 3-Nachbarschaft eine zentralen Bedeutung zu. In
der vorliegenden Arbeit wird daher nur der Spezialfall » = 1 betrachtet.

Der Ausgang wird iiber eine beliebige Funktion y;;(x;;(t)) = f(z4;(t)) gebildet,
fiir die haufig die stiickweise lineare Abbildung:

Yij(wi(1)) = ;(\%‘(?f) + 1] — |zi;(t) — 1) (2.2)

verwendet wird. Damit ist der Ausgang auf das Intervall [—1; 1] beschrénkt, wih-
rend der Dynamikbereich des Zustands unbegrenzt ist. Andere Ausgangsfunktionen
wie z. B. die Sigmoidfunktion oder die Sprungfunktion spielen bei schaltungstechni-
sche Implementierungen nur eine untergeordnete Rolle und werden in dieser Arbeit
nicht betrachtet.

Die Verbindungen zu den Ausgédngen der benachbarten Zellen werden als Riick-
kopplungen (feedback) und zu deren Eingédngen als Vorwéartskopplungen (feedfor-
ward) bezeichnet. Die Art der Wechselwirkung ist iiber Gewichtsfunktionen defi-
niert und bestimmt mafigeblich das dynamische Verhalten des Netzwerks. Obwohl
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/ Feedforward- \

Eingange Parameter

9 9

Z N
=l

Ausgénge Eaadlbade Schwellwert
Parameter

\ /

Ausgang

Abbildung 2.2.: Schematischer Aufbau des Netzwerks mit vereinfachter Darstel-
lung der internen Wechselwirkung. Die Zellen innerhalb der 3 x
3-Nachbarschaft sind fiir die hervorgehobene Zelle dunkelgrau
hinterlegt.

in Anlehnung an Neuronale Netze iiberwiegend lineare Gewichte verwendet werden,
konnen beliebige Funktionen die Kopplungseigenschaften beschreiben [9] (siehe Ka-
pitel 2.4). Abbildung 2.2 zeigt schematisch den Aufbau des Chua-Yang-Modells fiir
ein Netzwerk mit 6x6 Zellen.

Die mathematische Beschreibung des Modells erfolgt in einem System gekoppel-
ter nichtlinearer Differentialgleichungen. Die allgemeine Zustandsgleichung fiir die
Zelle Cj; lautet fiir w;;(t) = u;; = const. und z;;(t) = 2;; = const.:

Tij(t) = —xi(t) + D Gijpt - Yirkgr(t) + D bijpt - Wirhjr + 25, (2.3)
|k, |1]<1 k|,|l|<1

mit den Feedback-Gewichten a;;i; und den Feedforward-Gewichten b;; ;. Schal-
tungstechnisch relevant sind vor allem translationsinvariante Netzwerke, bei denen
die Starke der Wechselwirkung ausschliefilich von der relativen Lage der Zellen zu-
einander abhangt und nicht von deren globalem Ort. Damit ist das dynamische
Verhalten fiir jede Zelle durch die gleichen Parameter gegeben und mit a;; 1 = a,
bij ki = b und z;; = 2, Vi, j vereinfacht sich (2.3) zu:

jij(t) = —331‘]'(25) + Z Qg - yi+k,j+l<t) + Z by - Ujtk,j+l + 2. (2.4)
|kl,]l<1 k|,)l|1<1

Damit (2.4) fir alle Cj; erfiillt ist, missen diese eine vollstandige Nachbarschaft
besitzen. Dafiir werden virtuelle Randzellen C7; € VF\V, mit:

v ={cy

0§1§Mv+1,0§j§Nv+1} (2.5)

definiert, die eine der folgenden Randbedingungen erfiillen miissen:
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- Dirichlet-Randbedingungen: Alle virtuellen Randzellen C7; besitzen einen
konstanten Ausgangswert y;; = &, und einen konstanten Eingangswert u;; =
&u- In der Regel werden &, und &, auf den Wert null gesetzt.

- Neumann-Randbedingungen: Alle virtuellen Zellen C; besitzen den Ein-
gangs- und Ausgangswert der nichstgelegenen Randzelle C}; des Netzwerks.

- Periodische Randbedingungen: Die Rander des Netzwerks werden peri-
odisch in Form eines Torus fortgesetzt.

Das dynamische Verhalten des Netzwerks ist tiber die Ausgangsfunktion (2.2) der
Zellen, die Kopplungsparameter, die Randbedingungen und die Anfangszustinde
z;;(0) vollstandig beschrieben. Fiir translationsinvariante Netzwerke konnen die
Kopplungsgewichte ay;, by und z fiir eine bessere Ubersichtlichkeit als sogenanntes
Template mit den Komponenten? A, B und z angegeben werden:

a_1,-1|a-10 | a-11 b1,—1 | bo1po | bo1a
A =|a,1| ano | ao1 B =|bo-1]| boo | boa Z =z
ai,—1 | aip | ai bi—1| bip | b1

(2.6)

2.3. Informationsverarbeitung mit CNNs

2.3.1. Uberblick

Die Informationsverarbeitung mit CNNs erfolgt wie bei Digitalrechnern nach dem
EVA-Prinzip: Eingabe — Verarbeitung — Ausgabe von Daten mit dem Ziel, diese
zu manipulieren oder Informationen zu gewinnen. Eingaben sind der Anfangszu-
stand des Netzwerks und/oder konstante oder zeitlich verdnderliche Eingénge. Als
Ausgabe wird entweder die dynamische Entwicklung des Netzwerks selbst oder
der Zellausgang zu einem bestimmten Zeitpunkt betrachtet. Haufig wird ein stabi-
ler Gleichgewichtszustand angestrebt; seltener bilden oszillierende oder chaotische
Zellzustande die Ausgabe des Netzwerks [51].

Die Wahl des Templates korrespondiert mit der Definition einer einzelnen arith-
metischen oder logischen Funktion auf einem Digitalrechner und dient damit der
,Programmierung” des Netzwerks. Eine CNN-Operation ist eindeutig durch ein

2Zur Vereinfachung werden nachfolgend die einzelnen Komponenten bei isolierter Betrachtung
ebenfalls als Template bezeichnet. Der Begriff A-Template ist dabei gleichbedeutend mit der
Komponente A und der Begriff B-Template gleichbedeutend mit der Komponente B.
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Template, die Randbedingungen des Netzwerks und dessen Anfangszustand defi-
niert und beschreibt eine feste Verarbeitungsvorschrift fiir Eingabedaten. Die Ab-
folge mehrerer CNN-Operationen ergibt ein CNN-Programm? entsprechend einer
Folge von Anweisungen auf einer CPU. An zwei einfachen Beispielen wird nachfol-
gend die Informationsverarbeitung mit CNNs kurz erlautert. Der Anschaulichkeit
halber wurden dafiir Anwendungen aus der Bildverarbeitung gewéhlt.

2.3.2. Kantenerkennung: Das Edge-Grey-Template

Eine Standardaufgabe der Bildverarbeitung ist das Erkennen von Ubergingen zwi-
schen zusammenhéngenden Flachen in Farb-, Graustufen- oder Binarbildern. Die-
se Kanten lassen sich in der Regel problemlos durch die Anwendung von linearen
Filtern (z.B. Sobel-Operator oder Laplace-Operator) extrahieren [64]. Die Mog-
lichkeit zur nédherungsweisen Losung partieller Differentialgleichungen mit CNNs
(vgl. Kapitel 2.6.2) erlaubt die Entwicklung einer CNN-Operation, die einem zwei-
dimensionalen Laplace-Filter entspricht und damit Kanten in Graustufenbildern
extrahiert.

Sei B ein zweidimensionales Bild, bestehend aus M), x N}, Bildpunkten mit den
Graustufenwerten:

B € B = { Bun

Fir M, = My und N, = N, lédsst sich eine eineindeutige Abbildung des Bildes
auf das Netzwerk V finden, die jedem Eingang u;;, Ausgang y;; oder Zustand w;;
der Zelle Cj; den Graustufenwert des Bildpunktes (3;; zuweist. Der Nomenklatur
in [21] folgend, wird dabei dem Wert —1 der Tonwert ,,wei“ und dem Wert +1 der
Tonwert ,schwarz® zugeordnet. Graustufenwerte werden auf den Bereich [—1;1]
verteilt.

Zur Kantenerkennung werden die Graustufenwerte des Bildes den Zelleingdngen
zugewiesen und dienen damit als konstanter Eingang u;; = 3,5, V4, 7 der Operation.
Die Anfangszustinde der Zellen besitzen in diesem Beispiel alle den Wert null, d. h.:

1§m§Mb,1§n§Nb}. (2.7)

ij(t = 0) = 24(0) = 0,V4,j (2.8)
und es gelten Dirichlet-Randbedingung mit:
§u =& =0. (2.9)
Die Anwendung des Edge-Grey-Templates [65]:
01010 —1|-1]-1
A=|0l2]0 B=|-1|8 |1 S (2.10)
0O101]0 —1|—-1]—-1

3Ein CNN-Programm kann sich ggf. in verschiedene CNN-Subroutinen untergliedern (siche Ka-
pitel 4.2).
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legt die Kopplungsgewichte zwischen den Zellen und damit die dynamischen Ei-
genschaften des Netzwerks fest. Der Ausgang y;;(oco) liefert ein weiles Ergebnisbild
mit schwarzen Bildpunkten an den Stellen scharfer Kanten des Eingangsbildes.
Das resultierende Netzwerk gehort zur Klasse der ungekoppelten CNNs, d. h.
alle Riickkopplungen zu benachbarten Zellen sind null auler der Riickkopplung der
Zelle auf sich selbst (ago # 0). Damit vereinfacht sich die Zellzustandsgleichung
(2.4) zu:
(1) = —wi;(t) + aoo - ¥i,; () + wij (2.11)

mit dem konstanten Offset:

wij = D b Uikt 2 (2.12)
[kl J1I<1

Es ist offensichtlich, dass der Offset fiir jeden Bildpunkt einen anderen Wert an-
nimmt abhingig von der Menge an weiflen, schwarzen und grauen Bildpunkten
innerhalb der Nachbarschaft. Wie in [19] gezeigt ist, konnen in Abhéngigkeit von
w;; fir den Zellausgang drei Falle unterschieden werden:

1. w;; >0 — y;;(00) =1 (schwarz)
2. Wij < 0— yw(oo) =—1 (Weiﬁ)
3. wij =0 = y;5(00) =0 (grau).

Abbildung 2.3 zeigt die Wirkung des Edge-Grey-Templates auf ein Eingangsbild
mit 256 x 256 Bildpunkten.

£ o

-
S -
= QQ-.@‘ s @G

(a) Zelleingénge u;; (b) Anfangszusténde z;;(0) (c) Zellausgénge y;;(o0)

\ .

o

Abbildung 2.3.: Beispiel fiir eine einfache CNN-Operation: Kantendetektion
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2.3.3. Komplexe Verarbeitung: Die Connected Component
Detection

Ein prominentes Beispiel fiir eine komplexere Verarbeitung mit CNNs ist die Er-
kennung zusammenhangender schwarzer Bereiche in einem Bild. Die Connected
Component Detection (CCD) [94] erfolgt auf gekoppelten CNNs, deren Riickkopp-
lungsgewichte zu benachbarten Zellen ungleich null sind und die in der Regel ein
komplexeres dynamisches Verhalten als ungekoppelte CNNs besitzen [19]. Eine
CCD zihlt die auftretenden Schwarz-WeiB-Uberginge eines bindren Eingangsbil-
des in einer der acht Richtungen (horizontal, vertikal, diagonal) und nutzt dafir
eine dynamische Entwicklung von propagierenden Wellen. Als Beispiel wird hier
eine CCD in horizontaler Richtung betrachtet.

Die Graustufenwerte des Bildes B werden den Anfangszustinden der Zellen zu-
gewiesen:
Das Netzwerk ist autonom, d. h. Zelleingdnge haben auf diese CNN-Operation kei-
nen Einfluss und konnen daher null gesetzt werden:

uy; = 0,Y14,7. (2.14)
Fir die Ausgénge der virtuellen Zellen gelten Dirichlet-Randbedingungen:
& = 0. (2.15)
Das Template fiir eine horizontale CCD nach rechts lautet:
01010 01010
A=|1]2|-1 B=[0]0]O0 7z — 0. (2.16)
01010 0101]0

Der Ausgang y;;(00) ist ein weiles Ergebnisbild mit je einem schwarzen Bildpunkt
am rechten Rand fiir einen zusammenhédngenden schwarzen Bereich derselben Zeile.
Das Ergebnis liefert eine Aussage iiber die Anzahl von Schwarz-Weif-Ubergingen
je Zeile im Bild und kann in einer weiterfithrenden Verarbeitung z. B. zur Merkmal-
sextraktion [53] oder Klassifikation [94] genutzt werden. Ein Beispiel fiir eine CCD
ist in Abbildung 2.4 dargestellt. Als Anfangszustand wurde hier das Ergebnisbild
der Kantenerkennung aus Abschnitt 2.3.2 gewahlt.

2.3.4. Verarbeitung beliebiger Algorithmen mit der CNN
Universal Machine
Fiir eine praktische Informationsverarbeitung ist das isolierte CNN ungeeignet.

Zwar eroffnet die freie Wahl von Kopplungsparametern, Anfangs- und Randbedin-
gungen eine nahezu unbegrenzte Vielfalt im dynamischen Verhalten des Netzwerks;
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(a) Zelleingénge u;; (b) Anfangszusténde z;;(0) (c) Zellausgénge y;;(00)

Abbildung 2.4.: Beispiel fiir eine Connected Component Detection

Algorithmen erfordern jedoch in der Regel die sequenzielle Verarbeitung mehrerer
Operationen, die in einer Abfolge von Instruktionen hinterlegt sind. Das motiviert
die theoretische Beschreibung eines programmierbaren CNN-Prozessors, der das
Netzwerk um Speicher-, Steuer- und Kommunikationseinheiten erganzt.

Die CNN Universal Machine (CNN-UM) [18] beschreibt urspringlich einen ana-
logen Array-Prozessor mit lokalen analogen und logischen Speicher- und Verar-
beitungseinheiten®. Die CNN-Zelle wird um jeweils eine analoge und eine logische
Ausgabeeinheit ergénzt (local analogue output unit — LAOU bzw. local logic unit —
LLU). Zwischenergebnisse, die im lokalen analogen (local analogue memory — LAM)
oder logischen Speicher (local logic memory — LLM) hinterlegt sind, kénnen hier
schnell kombiniert werden, ohne dafiir das CNN selbst zu beanspruchen. Beispiels-
weise kann die boolesche Verkniipfung von zwei bindren Ergebnisbildern in der
LLU erfolgen [126]. Eine globale Steuereinheit (global analogic programming unit
— GAPU) umfasst unter anderem den analogen Speicher fiir Templates, Speicher
fiir den Code der logischen Operationen und Speicher fiir die Zellkonfigurationen
der einzelnen CNN-Operationen.

In [20] wurde gezeigt, dass mit einer CNN-UM das Game of Life dargestellt wer-
den kann. Damit ist die CNN-UM eine universelle Turingmaschine und ermoglicht
die Verarbeitung beliebig komplexer Algorithmen. Die zugrunde liegende Definition
der CNN-UM als analoger /logischer Array-Prozessor muss jedoch als theoretisches
Paradigma verstanden werden, da deren praktische Implementierungen teils er-
heblich von der in [20], [125] und [126] beschriebenen Architektur abweichen (vgl.
dazu Kapitel 3). Nach [121] kann die Implementierung der CNN-UM unter ande-
rem auch als digitale Emulation erfolgen, was wiederum die Notwendigkeit einer
allgemeingiiltigen Definition zeigt.

Definition 1. Eine CNN Universal Machine ist ein programmierbarer Array-
Prozessor, basierend auf der analogen und/oder digitalen, schaltungstechnischen

4In diesem Zusammenhang wurde das Kunstwort analogic computing fiir die Verbindung ana-
loger Rechentechnik mit logischen Operatoren geschaffen.
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Implementierung einer CNN-Zustandsgleichung, ergianzt um Speicher-, Steuer- und
Kommunikationseinheiten.

Ein praktisches Beispiel fiir ein Programm auf einer CNN-UM ist die Berechnung
der XOR-Funktion. Das XOR gehort zur Klasse der nicht linear separierbaren
Funktionen, d. h. es lasst sich keine lineare Funktion (und auch kein CNN-Template
mit linearen Gewichten) finden, die die logische Verkniipfung:

B, = B.1 ® B (2.17)

realisiert. Um (2.17) trotzdem mit einem CNN l6sen zu kénnen, muss entweder
das Netzwerkmodell selbst gedndert (siche Kapitel 2.4.3) oder die Funktion als
CNN-Programm verarbeitet werden. Die Darstellung von (2.17) als disjunktive
Normalform liefert:

Bei @ Bey = (Bet ABea) V (Bey A Be) (2.18)

Damit ldsst sich das XOR in Algorithmus 1 als Abfolge boolescher Operatoren
formulieren, die wiederum jeweils als CNN-Operationen ausgefithrt werden kénnen.

Algorithmus 1 XOR
By = NOT By
By = NOT B,
Bis = B,y AND By
Bt4 - 862 AND Btl
B, = B3 OR By

2.4. Erweiterung des CNN-Modells

Das oben beschriebene Chua-Yang-Modell dient als Standardmodell von CNNs,
da die Struktur des zweidimensionalen, translationsinvarianten Netzwerks mit ska-
laren Kopplungsgewichten vergleichsweise einfach beschrieben ist und mehrfach
mathematisch untersucht wurde [24,51]. Trotzdem wurde das Modell immer wie-
der im Hinblick auf spezifische Anwendungen und Implementierungen verdndert
und erweitert. Auf diese Weise entstand eine grofie Zahl von Modellen, die sich auf
die urspriingliche Definition in [22] beziehen, bisher jedoch nicht naher klassifiziert
wurden. Nachfolgend werden jene Modelle vorgestellt, die fiir die Entwicklung einer
digitale Implementierung im Rahmen dieser Arbeit von Bedeutung sind.
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2.4.1. Das zeitdiskrete CNN

Sowohl die Simulation von CNNs auf einem Digitalrechner als auch dessen Imple-
mentierung als digitale Schaltung erfordert die zeitliche Diskretisierung der Zell-
zustandsgleichung (2.4). Zur Losung der Zustandsgleichung wurden dazu in [58]
erstmals verschiedene numerische Integrationsverfahren hinsichtlich ihrer Genau-
igkeit, Geschwindigkeit und Robustheit untersucht. Wie zu erwarten, zeigten die
Autoren am Beispiel einer CCD, dass mit einem Runge-Kutta-Verfahren 4. Ord-
nung eine deutlich héhere Genauigkeit gegentiiber einem einfacheren Pradiktor-
Korrektor-Verfahren oder einem expliziten Euler-Verfahren erreicht wird. Obwohl
dies von grofler Bedeutung fiir Anwendungen ist, die eine hohe Rechengenauig-
keit erfordern, spielt dies nur eine untergeordnete Rolle fir CNN-Operationen,
die hauptséchlich eine qualitative Aussage liefern. Dazu zahlen Funktionen mit bi-
naren Eingangs- und Ausgangsdaten wie z. B. logische Verkniipfungen. Fiir diese ist
die zweite Erkenntnis der Autoren interessanter: Unter Verwendung des beschrie-
benen Runge-Kutta-Verfahrens konnte fiir eine korrekte Berechnung des bindren
Ergebnisbildes der CCD die Schrittweite der Diskretisierung gegeniiber dem Euler-
Verfahren erheblich grofier gewahlt werden, was tendenziell mit einer Verringerung
der Rechenzeit einhergeht. Nachfolgend wird die Diskretisierung der Zustandsglei-
chung nach dem expliziten Euler-Verfahren kurz erlautert. Eine ausfiihrliche Dis-
kussion verschiedener Integrationsverfahren erfolgt in Kapitel 4.4.

Die Anwendung des expliziten Euler-Verfahrens zur Diskretisierung von (2.4) mit
einer konstanten Schrittweite h liefert:

zij(n+1) — zij(n)
h

=—zii(n)+ > awYirkjrt Do O Uik tz. (2.19)
|k,[]<1 k|,|1|<1

Durch Umstellen erhéalt man die Differenzengleichung fiir ein zeitdiskretes CNN:

xij(n+1):(1—h)xij(n)+h Z akl-kaJH(n)—Fh Z bkl-ui+k,j+l—l—hz. (2.20)
kl,|l1<1 k|,)l|<1

Der Begrift Discrete-Time Cellular Neural Network (DTCNN) wurde in [57] ur-
spriinglich fiir h = 1 definiert. Damit vereinfacht sich (2.20) zu:

xij(n + 1) = Z agg - yi+k,j+l(n) + Z by - Uitk j+l T 2 - (2.21)
|k],|1]<1 ||, |1]<1

Wahrend (2.20) fiir den Grenzfall h — 0 gegen das zeitkontinuierliche Modell kon-
vergiert, weist ein DTCNN mit A = 1 unter Umstanden eine vollig andere Dynamik
auf. Abgesehen von Netzwerken mit chaotischem Verhalten oder Operationen, de-
ren Trajektorie nahe eines Bifurkationspunktes verlauft, liefert bei Operationen
der Bildverarbeitung eine Schrittweite von h ~ 0,1 fiir das Euler-Verfahren in der
Regel vergleichbare Ergebnisse zum Chua-Yang-Modell [19].
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2.4.2. Das Full-Signal-Range-Modell

Eine schaltungstechnische Implementierung des Chua-Yang-Modells ist problema-
tisch, da der Zustand in (2.4) theoretisch beliebig gro werden kann®. Im Zusam-
menhang mit der Entwicklung einer CMOS-Implementierung wurde daher in [119]
ein verandertes Modell unter dem Namen full range model vorgestellt. Nachfol-
gend wird die spéter eingefiihrte Bezeichnung des Full-Signal-Range-Modells (FSR-
Modell) [37] verwendet.

Die CNN-Zustandsgleichung (2.4) wird um einen nichtlinearen Term g¢(z;;) er-
weitert:

Ti5(t) = —2i5(t) — g (xij) + D ahi - Yigkgr(t) + D b~ Uighjpr + 2, (2.22)
|k,[]<1 k|,|1|<1

mit
m(xw—i—l), Zij < -1
9(zij) = 40, lzij] <1 . (2.23)

m(:z:ij—l), .I'ij>1

Fir m = 0 reduziert sich (2.22) auf (2.4), daher kann das Chua-Yang-Modell
als Speziallfall des FSR-Modells angesehen werden. Mit m — oo wird der Zustand
selbst beschrénkt und es gilt unter der Voraussetzung |z;;(0)| < 1,V i, j und |u;;| <
1,V1,7:

lzi; ()] < 1,Vi,7. (2.24)

In diesem Fall nimmt der Zellausgang den gleichen Wert wie der Zellzustand an
und (2.22) vereinfacht sich unter der Bedingung (2.2) zu:

Tij(t) = =2 () + D ap - Tivk 1 (t) + D g Uik j1 + 2 (2.25)
k[, <1 k|,|1|<1

In [25] wurde gezeigt, dass die hinreichenden Bedingungen fiir Stabilitat des Chua-
Yang- und des FSR-Modells identisch sind, obwohl sich die jeweiligen dynami-
schen Entwicklungen durchaus voneinander unterscheiden kénnen. Laut [37] ist
das qualitative Verhalten der beiden Modelle so ahnlich, dass sich fast alle CNN-
Algorithmen problemlos auf das FSR-Modell iibertragen lassen.

Fir das FSR-Modell eines DTCNNs beziehen sich die Autoren in [119] auf das
in (2.21) definierte Modell von Harrer. Um den reduzierten Dynamikbereich des
Zustandes zu gewahrleisten, wird der Zellzustand selbst iiber die nichtlineare Aus-
gangsfunktion f(e) begrenzt:

zij(n+1)=f ( S ap - Tivkju(n) + Y b Wik + z) . (2.26)
|kl,|1]<1 k|,)l|<1

"Praktisch nimmt der Zustand laut [119] bei typischen CNN-Operationen Maximalwerte zwi-
schen 5 und 10 an.
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2.4.3. CNN mit polynomiellen Kopplungen

Im Kapitel 2.3.4 wurde die XOR-Funktion als Beispiel fiir eine Aufgabe beschrei-
ben, die nicht mit einem Standard-CNN gelost werden kann. Mit Einfithrung der
CNN-UM ist es zwar moglich, jede beliebige Funktion als CNN-Algorithmus zu
beschreiben; unter Umsténden geht dabei jedoch durch sequenziell ausgefiihrte
Operationen die Leistungsfahigkeit des Netzwerks selbst verloren. So erfordert be-
reits die recht simple XOR-Funktion in Algorithmus 1 die Verarbeitung von fiinf
Einzeloperationen und das Speichern von vier Teilergebnissen (B, i = 1...4).
Dariiber hinaus lassen sich nichtlineare partielle Differentialgleichungen wie die
Burgers-Gleichung oder Korteweg-de-Vries-Gleichung nicht mit einem Standard-
CNN losen.

Daher wurden CNNs schon frithzeitig um nichtlineare Kopplungsterme erweitert
und das Modell damit verallgemeinert [124]. Die Gewichte sind nun nicht mehr
skalar, sondern nichtlineare oder zweidimensionale Funktionen. Dem Approximati-
onssatz von Weierstrafl [145] folgend, dass eine stetige Funktion durch ein Polynom
approximiert werden kann, haben Netzwerke mit polynomiellen Kopplungen eine
besondere Bedeutung erlangt. Fiir das polynomielle CNN ( Polynomial-Type CNN
— PTCNN) existiert keine einheitliche Definition, jedoch haben sich im Wesentli-
chen zwei Modelle etabliert.

Polynomielle Kopplungen ohne Mischterme

Die Vorwartskopplungen des Netzwerks werden zu Polynomen der Zelleinginge
und die Riickkopplungen zu Polynomen der Zellausgange erweitert. Mit der Poly-
nomordnung P lautet die Zellzustandsgleichung (2.4) damit [25]:

1 P
al(sl) Yivkjrt(t) + oo+ al(cl) '?Jz’ikgﬂ(f)}

2ij(t) = —2(t) + Y

k[, |1<1

(2.27)
+ > [b%) Witk 1 T bz(fz) 'u?—kk,j—kl +oo b/(j) 'uﬁ—k,j—&—l} +z.

k[ J1 <1

Durch Zusammenfassen erhalt man:

P P
b)) =~z + X Y al) )+ X bl 2 (2.28)
|k[,1|<1p=1 |k|,|]|<1 p=1

Ein Template besteht nun aus den Komponenten: AW, A@ ... A@) BO),
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B®, .. .B® und z, mit:

a(fpi,q a(f%,o a'(f%,l b(ﬁ,q b(ﬁ,o b(f%,l
A = o | af) | o) | und  B® = |7, | o8 | 0 | . (2.29)
| o | ol | ol | o)

Damit erhoht sich die Zahl der Kopplungsparameter von bisher 19 fiir das Chua-
Yang-Modell auf:
Npar =2-9-P+1. (2.30)

Fir P =1 geht (2.28) in (2.4) iiber, womit das Standard-CNN als Sonderfall des
PTCNNSs betrachtet werden kann. Entsprechend Kapitel 2.4.1 kénnen zur Losung
der Zustandsgleichung des PTCNNSs verschiedene Integrationsverfahren verwendet

werden. Durch Anwendung des expliziten Euler-Verfahrens erhalt man analog zu
(2.20):

P P

zij(n+l) = (I=h)ai(n)+h > >, az(fz))'yf+k,j+z(”)+h > 2 bz(c]?)'“€+k,j+z+hz.
|||l <1 p=1 k||l <1 p=1

(2.31)

Eine mogliche Anwendung des polynomiellen Modells wird in Kapitel 2.6.2 be-
schrieben.

Polynomielle Kopplungen mit Mischtermen

Das PTCNN mit Mischtermen erweitert das oben beschrieben Modell zuséatzlich
um Produkte zwischen Potenzen der Zelleingdnge und Ausgédnge. Damit wird das
bestehende Prinzip aus getrennten Pfaden fiir Vorwéarts- und Riickkopplungen ver-
lassen und die Komplexitat des Netzwerks nimmt weiter zu. Die allgemeine Zell-
zustandsgleichung fiir ein PTCNN mit Mischtermen lautet:

P Q
2ij(t) = —wy() + D D2 61(5)’(” 'yf—&—k:g—i—l(t) ‘U;']+k:7j+l7 (2.32)
|k],]1]<1 p=0¢=0

mit den Kopplungsparametern cg)’(q)‘ Gleichung (2.32) lasst sich wiederum in (2.4)
tiberfiihren, wenn gilt:

Z Cl(ctl))v(o) — Z, Cl(c]l')v(o) — akl? C]g(l))’(l) — bkl und C](fl))’(q) — 0’ SOHSt. (233)
[kl It <1

In [55] wurde gezeigt, dass die XOR-Funktion mit diesem Modell in einer einzigen
CNN-Operation berechnet werden kann.
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2.5. Lern- und Optimierungsverfahren

Das Verhalten von CNNs wurde umfangreich studiert und mittlerweile existieren
ganze Bibliotheken mit Sammlungen von Templates fiir verschiedene Operationen,
meist aus dem Bereich der Bildverarbeitung [65]. Dies schlieit auch verschiede-
ne Erweiterungen des Chua-Yang-Modells, wie PTCNN und das FSR-Modell, mit
ein. Trotzdem miissen fir die Losung neuer Problemstellungen haufig auch neue
Netzwerkparameter gefunden werden. Eine Moglichkeit dazu bietet das ,, Training"
des Netzwerks in einem iiberwachten Lernprozess anhand von Eingabe- und Refe-
renzdaten [71]. Auf diese Weise konnen neue CNN-Operationen ohne spezifisches
Wissen tiber die jeweiligen Kopplungseigenschaften im Netzwerk entwickelt wer-
den, wodurch vor allem bei Netzwerken mit nichtlinearen Gewichtsfunktion eine
sehr aufwindige analytische Untersuchung vermieden wird [40, 129].

Wird eine Operation auf einem CNN-Chip implementiert, so kann unter Um-
stdnden eine Anpassung der Netzwerkparameter erforderlich sein [59]. Vor allem
bei analogen Designs konnen Fertigungstoleranzen, die begrenzte Darstellungsge-
nauigkeit und Rauschen zu anderen Ergebnissen als reine Software-Simulationen
fithren. Durch die Ausfiithrung einer Parameteroptimierung auf dem Schaltkreis
konnen dessen spezifische Eigenschaften berticksichtigt und das Template an die
Hardware angepasst werden [28,50)].

Fiir das Training der Parameter werden haufig Optimierungsverfahren verwen-
det, die auf einem genetischen Algorithmus oder dem Simulated Annealing ba-
sieren [28, 54,110, 129, 141]. Obwohl inzwischen eine Vielzahl von Beitragen mit
unterschiedlichen Algorithmen fiir CNN-Lernverfahren publiziert wurde, ist das
prinzipielle Vorgehen jedoch immer gleich. Zunachst werden problemangepasste
und moglichst redundanzfreie Trainingsdaten fiir Eingdnge und Anfangszustén-
de sowie Referenzdaten fiir das gewiinschte Ergebnis der Operation erstellt. Als
Ausgangspunkt wird mindestens ein Parametersatz generiert (zuféllig oder anhand
einer bereits bekannten Operation) und der Ausgang des Netzwerks durch Anwen-
dung dieser Parameter wird bestimmt. Danach wird eine Kostenfunktion ermittelt,
die die Abweichung des erzielten Ergebnisses von den gegebenen Referenzdaten
reprasentiert. Anschlieend werden die Parameter verandert und der Vorgang so-
lange wiederholt, bis der Fehler eine festgelegte Grenze unterschreitet oder ein
anderes Abbruchkriterium erfiillt wird. Gegebenenfalls erfolgt im Anschluss eine
umfangreiche Verifikation des ermittelten Parametervektors anhand verschiedener
Testdaten.

2.6. Anwendungsbeispiele

2.6.1. Hochgeschwindigkeits-Bildverarbeitung

Aufgrund ihrer Topologie sind CNNs pradestiniert fiir viele Anwendungen der zwei-
dimensionalen Bildverarbeitung, der damit eine herausragende Bedeutung fiir den
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praktischen Einsatz der Netzwerke zukommt. Das Standard-CNN besteht aus einer
reguliren, zweidimensionalen Anordnung von Zellen, die direkt mit den einzelnen
Punkten eines Bildes korrespondieren und damit eine vollstandig parallele Signal-
verarbeitung fiir jedes Pixel ermoglichen (vgl. Kapitel 2.3.2). Ein ungekoppeltes
CNN mit ay; = 0,Vk,l und z = 0 ist dquivalent zu einem Filter mit endlicher
Impulsantwort, wobei der Faltungskern dem um 180° gedrehten B-Template ent-
spricht. Nach [19] ist die Struktur gekoppelter Netzwerke sogar dquivalent zu einem
Filter mit unendlicher Impulsantwort und erlaubt damit die Berechnung deutlich
komplexerer Funktionen.

Die massiv parallele Verarbeitung des CNNs ist der Schliissel fiir eine Hoch-
geschwindigkeits-Bildverarbeitung, die die Leistungsfahigkeit herkommlicher, nach
der Von-Neumann-Architektur arbeitender Digitalprozessoren deutlich tibersteigt.
Voraussetzung dafiir sind allerdings schaltungstechnische Realisierungen, die eine
direkte Eingabe von Bilddaten erlauben. Im Kapitel 3 werden verschiedene Syste-
me vorgestellt, die vor allem in der Bild- und Videosignalverarbeitung eingesetzt
werden konnen und damit den Grundstein fiir einen praktischen Einsatz von CNNs
in industriellen und akademischen Anwendungen bilden.

Unter Verwendung eines CNN-basierten Kamerasystems konnte erstmals die Ein-
schweifitiefe eines Laserschweifiprozesses in Echtzeit geregelt werden [1]. Die enorme
Geschwindigkeit des dabei verwendeten analogen, zellularen Rechners zur Vorver-
arbeitung von Aufnahmen der Schweiilnaht ermdglicht die Regelung der Laser-
leistung bei wechselnden Prozessparametern (Vorschubgeschwindigkeit, Blechdicke,
Richtung, etc.) mit Bildwiederholraten bis zu 14 kHz. Dadurch wird eine Zersto-
rung des Unterblechs verhindert und die Entstehung unerwiinschter Spritzer detek-
tiert [107]. Mit der gleichen Technologie erfolgte die erfolgreiche Qualitéatskontrolle
eines Drahtziehprozesses, um Defektstellen mit einer Grofie von ca. 100 pm bei einer
Vorschubgeschwindigkeit von 10m/s zu detektieren. Die dafiir erforderliche Bild-
wiederholrate von mindestens 3,5 kHz konnte nicht mit herkdémmlichen Kamera-
und Bildverarbeitungssystemen erreicht werden [11].

Weitere Beispiele fiir den praktischen Einsatz von CNNs in der Bildverarbeitung
sind die Gesichtserkennung [10], die automatische Hinderniserkennung bei Fahr-
zeugen [41], die Erkennung bewegter Objekte [132], die Bildkodierung [137] sowie
die Uberwachung von Produktionsprozessen [158].

2.6.2. Losung partieller Differentialgleichungen

Bereits in [22] wurde die enge Verbindung zwischen CNNs und partiellen Diffe-
rentialgleichungen am Beispiel der Warmeleitungsgleichung erlautert. Tatséachlich
lasst sich die dynamische Entwicklung einer Vielzahl linearer und nichtlinearer
partieller Differentialgleichungen auf einem CNN darstellen. So wurden bereits
Reaktions-Diffusions-Systeme [17], Modelle zur Wellenausbreitung [23] und ver-
schiedene nichtlineare Differentialgleichungen 2. Ordnung [113,114,127] auf unter-
schiedlichen Netzwerkstrukturen untersucht.
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Fiir jede nicht-analytische Berechnung einer partiellen Differentialgleichung ist
eine ortliche Diskretisierung des zugrundeliegenden rdaumlich und zeitlich kontinu-
ierlichen Systems erforderlich. Betrachtet man die partielle Differentialgleichung
nur an einer endlichen Zahl diskreter Punkte, so liefert eine Finite-Differenzen-
Approximation [100] ein System gewohnlicher Differentialgleichungen, das dquiva-
lent zur Zellzustandsgleichung (2.4) ist.

Zwar konnen mit dem Chua-Yang-Modell einige Systeme, wie z.B. die War-
meleitungsgleichung und Laplace-Gleichung, dargestellt werden, haufig ist jedoch
die Erweiterung des urspriinglichen Netzwerkmodells unumganglich. So erfordert
bereits die Simulation der Wellengleichung die Verwendung mehrschichtiger Netz-
werke [136] und die Simulation nichtlinearer partieller Differentialgleichungen die
Verwendung nichtlinearer Kopplungsterme. Letzteres wird nachfolgend am Beispiel
der viskosen Burgers-Gleichung beschrieben.

Burgers-Gleichung
Die homogene Burgers-Gleichung®:

Op(s,t) _ _10p(s,t)*  18%(st)

ot 2  Os R 0s?

ist eine nichtlineare partielle Differentialgleichung die zur Simulation eindimen-
sionaler, viskoser Stromungsvorgénge verwendet werden kann. In [62] wurde eine
analytische Losung der Burgers-Gleichung hergeleitet. Wie in [113] und [127] be-
schrieben, lasst sich die Burgers-Gleichung durch rdumliche Diskretisierung auf
ein System gewohnlicher nichtlinearer Differentialgleichungen und damit auf ein
PTCNN abbilden.

Durch Bilden des zentralen Differenzenquotients erhalt man:

890(8, t) QO(S + AS, t) — 90(8 — AS? t)

(2.34)

= 2.
0s 2As (2.35)
und damit: 0 2(s.1) s+ A1) s~ As.1)
p(s,t P (s + As,t) — p(s — As,t
= , 2.36
0s 2As ( )
Aus der Taylor-Entwicklung folgt der Differenzenquotient 2. Ordnung:
8290(37 t) o QO(S B AS? t) B 290(37 t) + QO(S + AS? t) ) (237)

0s2 (As)?

Betrachtet man nun die Funktion lediglich an diskreten Stiitzstellen ¢ € [1, Ny]
eines reguldren Gitters, so erhilt man mit ¢(iAs,t) = x;(¢):
io1(t) = 22i(t) + win (t) 2 (t) — 27 (1)

ii(t) = R{As) —~ A . (2.38)

6Um Verwechslungen mit dem Zustand und Eingang der CNN-Zustandsgleichung zu vermeiden,
wird hier entgegen der haufig verwendeten Nomenklatur u(z,t) durch ¢(s,t) ersetzt.
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Diese raumlich diskretisierte Form der Burgers-Gleichung lasst sich auf ein PTCNN
unter der Annahme y;;(t) = x;;(t) abbilden. Ein Koeffizientenvergleich mit (2.28)
liefert das Template:

1 As)?— 1
A = | raep [T | mae | A® = | -ak |0 |

(2.39)

Fir As — 0, entsprechend einem Netzwerk mit unendlich vielen Zellen, tritt ein
Grenziibergang zum raumlich kontinuierlichen Modell auf.

0,8
] Anfangswert: (s, 0)
— 0,64 — Referenzlésung: ™ (s, 100)
@ I R b Lésung durch PTCNN: NN (s, 100)
5 0,44
0,2
0,0
I T I T I T I T I T I T I T I

-10 -5 0 5 10 15 20 25 30
5

(a) Vergleich von PTCNN mit Referenzlosung. Die Losung fiir das PTCNN ist von der Refe-
renzlosung tiberdeckt.
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(b) Relativer Fehler.

Abbildung 2.5.: Berechnung der Burgers-Gleichung mit einem PTCNN.
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Abbildung 2.5 zeigt das Simulationsergebnis zur Losung der Burgers-Gleichung
mit den in (2.39) gegebenen Netzwerkparametern gegentiber einer Referenzlosung
©*°f(5,t) zum Zeitpunkt t = 100 fiir R = 30. Die Referenzlosung wurde mit einem
Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung bei einer Schrittweite von A = 1073 ermittelt.
Fiir die Berechnung mit dem PTCNN wurde ein Netzwerk mit N, = 2000 Zellen
mit dem Polynomgrad P = 2 und Dirichlet-Randbedingungen verwendet. Die Dis-
kretisierungsschrittweite betrdgt As = 0,06; damit umfasst der Definitionsbereich
fiir s den Bereich [—60,60]. Die Schrittweite des Euler-Verfahrens ist h = 0,01 und
die Anfangsbedingung lautet:

08 ,—-3<s<3
0(s5,0) = { o= =T (2.40)
0 , sonst
Zum Vergleich der beiden Losungen dient der Betrag des relativen Fehlers:
CNN ref
t) — t
Crel = ‘90 (5,8) — ¢ (s, (2.41)

QOref(S, t)

Der relative Fehler nimmt im dargestellten Intervall [—10, 30] einen Maximalwert
von etwa 10% an und kann durch eine Verringerung von As und h weiter ver-
kleinert werden. Das Beispiel zeigt, dass die Burgers-Gleichung mit einem PTCNN
gelost werden kann (siehe auch [127] und [114]). Welchen Einfluss die gerinigere
Rechengenauigkeit einer praktischen Hardware-Realisierung auf die Losung hat,
wird in Kapitel 8.5.1 untersucht.



