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Vorwort

Die vorliegende Aufgabensammlung ist eine Ergdnzung zu dem Buch Digitale
Signaliibertragung im Mobilfunk, das ebenfalls im Jorg Vogt Verlag erschienen
ist. Die Besonderheit des Mobilfunkkanals besteht darin, dass Dopplereffekt und
Mehrwegeausbreitung die Ubertragungsfunktion zeit- und frequenzvariant ma-
chen. Eine zuverliissige Ubertragung iiber solch einen Kanal erfordert besondere
Techniken, die in den modernen Mobilfunksystemen angewendet werden. Anlie-
gen der Aufgabensammlung ist es, Wirkungsprinzip und Leistungsfahigkeit dieser
Techniken anhand von Beispielen verstidndlich zu machen. Die Aufgabensamm-
lung basiert auf Ubungsaufgaben zur Vorlesung Mobile Nachrichtensysteme I, die
der Autor an der Technischen Universitit Dresden seit vielen Jahren hilt. Die
Aufgabensammlung wendet sich daher in erster Linie an Studenten der Fachrich-
tung Nachrichtentechnik. In den Aufgabenstellungen wird auf die entsprechenden
Kapitel des oben zitierten Buches verwiesen, in denen der benotigte theoretische
Zusammenhang behandelt wird. In einem mathematischen Anhang werden eben-
falls Erlduterungen und Hinweise zur Losung der Aufgaben gegeben. Die Mehr-
zahl der Aufgaben erfordert keine Unterstiitzung durch programmierbare Rech-
ner oder Rechenprogramme wie MATLAB. Nur fiir einige wenige rechenintensive
Teilaufgaben ist eine Computeranwendung notwendig. Die Aufgabensammlung
enthélt 32 Aufgaben und ausfiihrliche Losungen zu den Themenkomplexen

Transformation von Wahrscheinlichkeitsdichten,
Mehrwegeausbreitung, Doppler, Bello-Funktionen,
MLSE-Empfinger (Ungerboeck- und Forney-Empfénger),
Zero-Forcing- und MMSE-Entzerrung,

OFDM und Rake-Empfinger,

Raumdiversitédt (Antennendiversitét),

Kanalschétzung.

O O O O O O O

Herrn Prof. Dr.-Ing. Jorg Vogt mdochte ich an dieser Stelle ganz herzlich danken
fiir die wertvolle Unterstiitzung bei der Erstellung des Manuskriptes. Mein be-
sonderer Dank gilt auch Herrn Prof. Jens Schonthier und Frau Dipl.-Ing. Sandra
Bender fiir die kritische Durchsicht des Manuskriptes.
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Vorschldge und Hinweise auf.
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Kapitel 1

Wahrscheinlichkeitsdichte-
Transformation

Aufgaben

Die Nachrichtentechnik beschéftigt sich mit der Ubertragung von Information
unter der Einwirkung unterschiedlicher Storeinfliisse. Die dabei zu betrachtenden
physikalischen Grofen sind meist Zufallssignale, die durch eine Wahrscheinlich-
keitsdichte charakterisiert sind. Bei der mathematischen Modellierung der Uber-
tragung werden diese physikalischen Gréfsen unterschiedlichen Operationen un-
terworfen, wodurch die Frage nach der Transformation von Wahrscheinlichkeits-
dichten entsteht. Dabei sollen zwei wichtige Félle betrachtet werden:

(1) Zwischen der neuen Zufallsgrofe y und der alten Zufallsgrofe z besteht der
Zusammenhang y = g(x).

(2) Die neue Zufallsgrofe z ist eine Funktion von zwei unabhéngigen Zufalls-
groken z = g(z, y).

Anmerkung:
Der Einfachheit halber wird nachfolgend haufig die Bezeichnung Dichte statt
Wahrscheinlichkeitsdichte verwendet.

Wahrscheinlichkeitsdichte p,(y), y = g(z)

Besteht der Zusammenhang y = g(z) zwischen den Zufallsvariablen y und z,
dann lésst sich die Dichte p,(y) mit

Puly) = p"(x_i) (1.1.1)
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aus der Dichte p,(z) berechnen ([1], Chapter 5.1 Functions of one random va-
riable). In dieser Gleichung bezeichnen z;, i = 1,...,n die Losungen fiir einen
gegebenen Wert y

y=g(x1)=...=g(za)
(sieche Bild 1.1) und ¢'(x;) die Ableitungen von g(z) in den Punkten x;, i =
1,...,n.

y+dy

TN

X X, X3

X, +dx, x,+dx, x,+dx,

Bild 1.1: Veranschaulichung der Gleichungen (1.1.2) bis (1.1.6)

Nachfolgend werden die Uberlegungen dargestellt, die zur Ableitung von Glei-
chung (1.1.1) fiihren. Diese Ableitung ist hilfreich, um die Gleichung zu verstehen
und anzuwenden.

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass y in dem Intervall y < y < y + dy liegt
Prob(y <y <y +dy) = p,(y)dy, (1.1.2)
kann aus Bild 1.1 folgende Beziehung abgelesen werden
Prob(y < y <y +dy) = Prob(z; < & < zy + dxy) (1.1.3)
+ Prob(zy < & < x5 + dxy) + Prob(zs < & < x3 + dz3),
wobei die rechte Seite der Gleichung (1.1.3) den schattierten Flichen in Bild 1.1

entspricht. Die Wahrscheinlichkeiten, die durch diese schattierten Féachen veran-
schaulicht werden, berechnen sich mit

Prob(z; < ¢ < 1 + dxy) = pe(xy)day, (1.1.4)
Prob(ze < & < x5 + dxy) = py(x2)dxs, (1.1.5)
Prob(zs < ¢ < x3 + dag) = p,(z3)dxs. (1.1.6)
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Fiir den Anstieg der Kurve g(z) in den Punkten z;, i = 1,...,3 gilt

dyy _dy
dx T=x; - d$i7

g () =

Beriicksichtigt man, dass der Anstieg ¢'(x) sowohl positiv als auch negativ sein
kann, dann folgt fiir betragsmifig positive Werte von dz; und dy der Zusammen-

hang
dy

do; = —2— i=1,...,3 (1.1.7)
|9’ (z:)]
Einsetzen von (1.1.4) bis (1.1.7) in (1.1.3) und (1.1.2) liefert
py(y)dy = dy + dy + dy
=@l ™ T g ™ g
v (@) . pelas) |, palas)
Pz\T1 Pz (T2 Pz(T3
py(Y) = T T T (1.1.8)
! lg(@)] 19" (@2)] |9’ (2s5)]
Fiir z;,4 = 1,...,n erhdlt man die Transformationsbeziehung (1.1.1).
Aufgabe:
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte p,(y) fiir folgende Falle:
a) y=ax b pa(e)=1/zp, 0<z <m0,
b) y = cz, pe(x) = N(0,0) = 1/(v/27m0?) exp(a?/(20?),

¢) y = ccos(zx), pe(z) =1/(27m), 0<z<2m.

Wahrscheinlichkeitsdichte p.(z), z = g(z,y)

Besteht der Zusammenhang z = g(«, y) und die Verbunddichte p,,(z,y) ist be-
kannt, dann lassen sich Verteilungsfunktion F,(z) und Dichte p,(z) der Variablen
z mit folgenden Ansétzen berechnen ([1], Chapter 6-2, One function of two ran-
dom variables)

F.(z) = Prob{z < z} = Prob{(z,y) € D,} = //pxy(x,y) dzdy, (1.1.9)

p.(2)dz = Prob{z < z < z +dz} = Prob{(z,y) € AD.}
= //pzy(x,y) dxdy. (1.1.10)
AD.

In diesen Gleichungen bezeichnen D, die Gesamtheit der Punkte (z,y), fir die
die Bedingung z = g(z, y) < z besteht

{z <z} ={(=z,y) € D.}, (1.1.11)
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wihrend AD, die Gesamtheit der Punkte (z, y) bezeichnet, fiir die die Bedingung
z < z < z+ dz erfiillt ist

{z<z<z+4+dz}={(z,y) € AD,}. (1.1.12)

Eine weitere Moglichkeit zur Berechnung von p,(z) existiert, wenn  und y die
Komponenten eines zweidimensionalen Zufallsvektors sind und die Verbunddichte
Pay(2,y) bekannt ist. Man berechnet dann zunéchst die Verbunddichte p.,(z, ¢)
der Zufallsvariablen

z=g(z.y), ¢=hzy), (1.1.13)
aus der sich als dann als Randverteilung die gesuchte Dichte p,(z) gewinnen ldsst

p:(2) = /OO P=o(2, ) dop. (1.1.14)

oo

Die Verbunddichte p.,(z, ) berechnet sich durch Verallgemeinerung der Trans-
formationsgleichung (1.1.1) auf zwei Variablen mit [1],

~ Py (i 41) (1.1.15)

Pap(2,0) = T N
’ — | (i, i)

wobei J(z,y) die sogenannte Jacobi-Determinante bezeichnet

-1

0x/0z Ox/0p
dy/0z Oy/dp

J(z,y) = (1.1.16)

0z/0x 0z/y
dp/0x Dp/dy

Aufgabe:

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichten fiir die nachfolgend gegebenen Zu-
fallsvariablen. Die Zufallsvariablen z und y werden immer als voneinander un-
abhingig angenommen, sodass

Pay(7,y) = p(2)py(y) (1.1.17)
gilt.
a) z=zx+y

Losungshinweis:

Benutzen Sie Gleichung (1.1.10) und (1.1.17). Das Gebiet AD, ist der in
Bild 1.2 dargestellte Streifen mit der Breite dx = dz. Beachten Sie weiterhin,
dass fiir einen gegebenen Wert z die Variable x durch den Wert z —y ersetzt
werden kann.
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b)

v A
dx =dz
dy AD

P X

2
X

- J,\\

LL\\ e><

AR

Bild 1.2: Veranschaulichung des Gebietes AD,

z = x? + y27 Pz = Py = N<07 0)7 pmy(xvy) = pm(x)pu(y)

Lésungshinweis:

Benutzen Sie zunéchst Gleichung (1.1.10) und beachten Sie, dass die Ver-
bundwahrscheinlichkeitsdichte p,,(z,y) = p(x)p,(y) eine Kreissymmetrie
besitzt und daher in dem Integrationsgebiet AD, (siehe Bild 1.3) konstant
ist. Bestétigen Sie dann das erzielte Ergebnis mit Hilfe der Gleichungen
(1.1.13) bis (1.1.16). Verwenden Sie fiir die Berechnung der Verbunddichte
P=p(2, ) die Beziehung ¢ = arctan(y/x). Die Variablen z und ¢ sind dann
Polarkoordinaten.

Z =/ x? + y2a Pz =Py = N(m,a), m 7é 07 pzy(x»y) = px(x)py(y)

Losungshinweis:
Vorgehensweise wie unter Aufgabe b) und benutzen Sie das nachfolgende
bestimmte Integral

/0 Wexp (p(cosz + sinz)) do = 21y (V2 p), (1.1.18)

wobei Iy(-) die modifizierte Bessel-Funktion 0-ter Ordnung bezeichnet.
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Zz=)C2-i-y2

dz
/ - X
/<MZ

Bild 1.3: Veranschaulichung des Gebietes AD,

1N

Komplexer Gaufi-Prozess z(t) = z(t) +jy(t)

Der komplexe Gauf-Prozess z(t) = z(t) + jy(¢) findet fiir die mathematische
Modellierung des Mobilfunkkanals Verwendung. Daher sollen einige Eigenschaf-
ten dieses Gauk-Prozesses niher untersucht werden. Dabei werden fiir z(¢) und
y(t) folgende Annahmen getroffen:

e gleiche statistische Eigenschaften,
e stationdr im weiteren Sinn

Elz(t)] = E[y(t)] = 0, (1.1.19)
Elz(t)z(t +7)] = Ely(t)y(t + 7)] = ¢uu(7) = dyy(7) = ¢(7),  (1.1.20)

e normalverteilt (gaulverteilt) und unabhéngig voneinander

pe(z) = py(y) = N(0,0), (1.1.21)
22 +y2>
202 )

pan(:) = Pa()py0) = 5 exp ( (11.22)

Beschreibt man den komplexen Gauf-Prozess in Polarkoordiaten, dann gilt
z(t)=z(t) +jyt) = r(t)d*® (1.1.23)
mit den Beziehungen

r(t) =/ 22(t) + y2(t), (1.1.24)
©(t) = arctan(y/z). (1.1.25)
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Die Dichten p, (7, ¢), p-(r) und p,(¢) lassen sich aus den Ergebnissen (1.2.42),
(1.2.43) und (1.2.44) von Aufgabe 1.1.2 ¢) iibernehmen:

Prolr ) = e/, r >0, (1.1.26)
o
polr) = e >0, (1.1.27)
g
1
polp) =5 O<p<2m (1.1.28)

Aufgabe:

Fiir die Berechnung der Pegeliiberschreitungsrate und der mittleren Fadingdauer
in einem Rayleigh-Kanal wird die Verbunddichte p(r, 7) bendtigt. Diese Verbund-
dichte soll nachfolgend in mehreren Schritten abgeleitet werden.

a) Welche Aussage ldsst sich iiber die Dichtefunktion der Prozesse &(t) und
y(t) treffen, wenn z(t) und y(t) Gaufbsche Prozesse sind?

b) Welche Aussage folgt aus a) fiir die bedingte Dichte p;(7|¢)? Zur Beantwor-

tung dieser Frage konnen Sie (1.1.24) nach ¢ ableiten und die Beziehungen
cosp = 7t siny = v _Y
¥ ) + 12 r’ ® /2 + 2 r

benutzen.

¢) Berechnen Sie die bedingten Mittelwerte E[7|¢] und E[#?|¢]!
Die Werte E[r|¢] und E[#?|p] werden zur Berechnung der Verbunddichte
pir (7, 7) gebraucht. Benutzen Sie fiir die Berechnung die Ergebnisse von a)
und b), sowie den Zusammenhang

fm dro? [Im f 2 dfq
2 3 _ d
o2 = / Ol = / ot )

der in Anhang A.2 abgeleitet wird ((A.2.15)). In dieser Gleichung bezeich-
nen ®;;(f;) das Leistungsspektrum des Prozesses i(t), f; die Doppler-
Frequenz und f,, die maximale Doppler-Frequenz. Fiir die Berechnung des
Integrals gilt

2d 2
\/% = —%\/@2 —xQ—I—%arCSin%. (1.1.30)
a?—z

([3], Kapitel ITI, Tabelle unbestimmter Integrale).
d) Welche Aussage folgt aus b) und c) fiir die Dichte p;(7|r)?
e) Berechnen Sie die Dichte p;.(7,7) unter Verwendung der Beziechung
pir (7, 1) = pe(F|r)py(r) (1.1.31)

sowie der Rayleigh-Dichte nach Gleichung (1.2.39) fiir p.(r), die in Aufgabe
1.1.2 b) abgeleitet wird.
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Losungen

Wahrscheinlichkeitsdichte p,(y), y = g(x)

a)

y=ax +b:
Die Gleichung y = g(x) = ax + b hat eine Losung = (y — b)/a fiir alle y.
Mit ¢'(z) = a folgt daraus mit (1.1.1)

1 y—2>b
=Pz . 1.2.32
py(y) = —pe () (1.2.32)
Fiir p,(x) = 1/x, 0 < x < z( erhilt man die Losung
1
py(y)=—  b<y<am+b (1.2.33)
’ axo

y = cz:
Die Gleichung y = g(z) = cz hat eine Losung z = y/c. Mit ¢'(x) = ¢ folgt
daraus

Loy
py(y) = mm(;). (1.2.34)
Fiir p,(z) = N(0,0) erhilt man die Losung
_ 11 (y/c)?
py(y) - |C|W6Xp( 20_2 )
1 y?

27(co)? ¢ 2(00)2) = N(0,|clo). (1.2.35)

y = ccos(z):

Fiir Jy| > 1 besitzt die Gleichung y = g(x) = ccos(z) keine Losung, und
es gilt p,(y) = 0. Fiir |y| < 1 existieren in dem Bereich 0 < z < 27 zwel
Losungen (siehe Bild 1.4)

x; = arccos(g)7 i=1,2. (1.2.36)
c
Weiterhin gilt
g'(x) = —csin(x) = —cy/1 — cos?(x)
=—c/1—=(y/oP =V -y

und man erhilt allgemein

1
Py(y) = \/ﬁ(px(flfl) +pz(w2))7
Fiir den Fall p,(z) = 1/(27), 0 <z < 27 ergibt sich dann

1 1 1 1
=—— |y <L (1.2.37)

py(y):\/ﬁ(§+%) mey/1— (y/e)?

ly| < 1.



